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A modelagem pode ser usada tanto como objeto de pesquisa quanto no processo de ensino-
aprendizagem (Bassanezi[1]). Na pesquisa, esta aparece em vdrias dreas tais como Biologia, Fisica,
Quimica e também em 4areas sociais como Economia e Geografia. Na aprendizagem, principalmente
em salas de aula, o processo de modelagem com fatos cotidianos t€ém despertado um maior interesse
dos alunos em aprender determinados conteddos matemadticos, mostrando também a importancia de se
aprender Matematica para o convivio em sociedade.

E muito freqiiente, quando pretendemos modelar um determinado fendmeno, nos depararmos
com equagdes que envolvem “variacdes” de certas quantidades consideradas essenciais. O uso de
Equagcdes de Diferencas, ou Diferenciais, para representar essas variacdes corresponde,
essencialmente, ao fato do fendmeno ser visto em tempo discreto, ou continuo. Diante disto, as
Equacdes de Diferencas (e Diferenciais) se tornam uma das ferramentas de andlise indispensdveis em
dreas como a Fisica, Quimica, Biologia, dentre outras (Leah[2]).

Apresentamos aqui um estudo inicial sobre sistemas dindmicos discretos, com relagdo a
pontos de equilibrio e estabilidade e propomos também algumas atividades a serem desenvolvidas no
Ensino Médio como motivagdo para o estudo de logaritmos e progressdes geométricas.

Modelar usando um sistema dindmico discreto € modelar um fendmeno que varia com o
tempo, que € considerado de forma discreta. Vejamos um exemplo:

Suponha que um banco pague aquele que aplicar uma certa quantia em dinheiro numa
poupanga, uma taxa de 5% ao ano. Considere inicialmente uma quantia de R$1000,00. Entao, no
préximo ano teremos R$1050,00, no segundo ano R$1102,00 e assim sucessivamente. Observe que no
segundo ano foi calculado 5% da quantia do ano anterior, ou seja, 5% de R$1050,00. Matematizando
este problema, vamos considerar A(n) a quantia na conta no ano n.

Tomando A(0) como sendo o depdsito inicial para a abertura da conta poupanca, ou seja,
A(0)=1000, temos A(1)=1050 e A(2)=1102. Logo,

A(1)=A(0)+0,05A(0)=(1,05)A(0)
A(2)=A(1)+0,05A(1)=(1,05)*A(0)

Generalizando, se quisermos saber a quantia que teremos no ano (n+1), entdo teremos o
seguinte sistema:
A(m+1)=(1,05)A(n).
Olhando para os cdlculos acima, estes nos “induzem” a seguinte solugdo:
A(K)=(1,05)"A(0).
Generalizando este problema, poderiamos chamar a taxa de juros de 1% e entdo terfamos

A(n+1)=(1+I)A(n) e, como solucio, AK)=(1+D*A(0).

Observemos que, para sabermos a quantia num certo tempo Kk, temos necessariamente que
saber a quantia inicial depositada na poupanga.

Vejamos, agora, algumas defini¢cdes e teoremas, estudadas durante o periodo de inicia¢do
cientifica.

Bolsa: CNPq / PIBIC.



Definicao 1: Suponha que temos uma funcio y=f(x). Um sistema dindmico discreto de 1* ordem ¢é
uma seqiiéncia de nimeros A(n), para n=0, 1, ... tais que cada nimero depois do primeiro é encontrado
pela relacdo recursiva
A(n+1)=f(A(n)).

A seqiiéncia de nimeros dada pela relagdo

A(n+1)-A(n)=g(A(n)), onde f(x)=g(x)+x
¢ chamada de Equacao de Diferencas de 1* Ordem.
Definicao 2: Um sistema dinamico da forma

A(n+D=f(A(n+m-1), A(n+m-2), ..., A(n)),

onde m é um ndimero inteiro positivo, ¢ chamado de sistema dinidmico de ordem m, ji que este
depende de m condicdes iniciais para ser calculado.

Definicao 3: Considere um sistema dindmico de 1* ordem
A(n+1)=f(A(n)).

Um nimero a é chamado valor de equilibrio para este sistema se A(k+1)=A(k)=a V Kk, ou seja,
A(k)=a é solugdo constante para o sistema dindmico.

Teorema 1: O nimero a ¢ um valor de equilibrio para o sistema dindmico A(n+1)=f(A(n)) se, e
somente se, a=f(a).

Dem.: Imediata.
Definicao 4: Suponha que um sistema dinamico de 1* ordem possui um valor de equilibrio a. Este

valor de equilibrio é estavel, ou atrator se existe um nimero £ >0, tnico para cada sistema, tal que,
quando

| A(k)—al< €, entdo lim Alk)=a.

Um valor de equilibrio é instavel, ou repulsor, se existe um nimero € >0, tal que, quando
0<lA(0)—alk &, entio | A(k)—al> €.

O teorema a seguir nos d4 uma ferramenta para sabermos se um valor de equilibrio, para um
sistema dinamico afim, € repulsivo ou atrator, sem precisar calcular vérios valores do sistema.

Teorema 2: O valor de equilibrio a = —— para o sistema dinamico
-r

Am+1)=rA(n)+b, r #1,
¢ estével se Irl<1, ou seja, tende a a, quando k cresce indefinidamente, ¥V A(0). Se Irl>1, entdo a é

instavel e IA(k)l cresce indefinidamente , V' A(0)#a. Quando r= -1, temos o que é conhecido como 2-
ciclo.
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Para um sistema dindmico de 1* ordem geral, temos o seguinte teorema com relacdo a
estabilidade.

Teorema 3: Suponha que a é um valor de equilibrio para o sistema dindmico
A(n+1)=f(A(n)).

O valor de equilibrio a € estdvel, ou atrator, se If’(a)l<l e € instdvel, ou repulsor, se If’(a)l>1. Se
If’(a)l=1, o teste € inconclusivo.

Poderiamos ter, por exemplo, o sistema dindmico discreto A(n+l)=3,2A(n)—0,8A2(n).
Consideremos a curva f(x)=3,2x-0,8x2. Os valores de equilibrio, que sao solugdes da equagao a=3,2a-
0,8a° sdo a=0 e a=2,75. Temos, entdo, que f’(x)=3,2-1,6x. Segue que f’(0)=3,2 e f’(2,75)=-1,2. Pelo
Teorema 3, podemos concluir que os pontos a=0 e a=2,75 sdo instdveis. Logo, o sistema
A(n+l)=3,2A(n)—0,8A2(n) terd um 2-ciclo.

Com relacdo a utilizacdo de equacdes de diferencas como motivacdo para o ensino de
determinados conteidos do Ensino Médio, podemos sugerir um tema, como por exemplo,
FORMATURA, onde estes conceitos podem surgir. Nesta sugestdo, conteidos como fungdes
logaritmicas e progressdes geométricas, dentre outros, poderiam ser introduzidos.

E de fundamental importincia que o professor faca questionamentos 2 medida que o trabalho
em sala avanga. Vamos supor que se estd trabalhando com alunos do 1° ano do Ensino Médio, no més
de outubro, tendo, portanto, como objetivo usar o dinheiro investido para pagamento da formatura de
toda a sala.

Vejamos, entdo, um primeiro problema:

Suponha que toda sala abra uma poupanca em um banco que pague juros de 0,7% ao més,
fazendo um depésito inicial Xy, com 0 objetivo de deixar aquele dinheiro no banco por 24 meses.

Os alunos poderiam calcular a quantia presente na conta apds varios meses para que percebam
a dificuldade de obterem o quanto terdo ap6s 24 meses.

Generalizando, poderiam considerar A(n) a quantia de dinheiro na poupanca no n-€simo més
depois que foi aberta a conta, a taxa de juros 1=0,7% e o dep6sito inicial A(0)=x,. Nos préximos meses
teremos:

A(1)=A(0)+0,007A(0)=1,007A(0)
A(2)=(1,007)*’A0) A(3)=(1,007)’A(0)

Estes primeiros cdlculos deveriam “induzir” os alunos de que no més (n+1) teriam a seguinte situacao:
A(m+1)=Am)+IA(n)=(1+DA(n).

Além disso, também os induziria a pensar que nos més k terifamos
AK)=(1,007)*A(0), V k € N,

ou seja, no k-ésimo més os alunos saberiam quanto dinheiro teriam nesta poupanca.

Por exemplo, se o depdsito inicial for de R$100,00, o tempo que levariamos para conseguir
R$100000,00 seria dado por A(k)=100000=(1,007)*100. Logo, 1000=(1,007)*. A partir deste
problema, poderiamos introduzir conceitos de logaritmos e mostrar aos alunos que esta é uma
ferramenta util para resolver varios problemas, inclusive o problema que nos deparamos acima.

Outros questionamentos podem ser feitos:

a) Qual deveria ser o depdsito inicial para que tivéssemos uma certa quantia A(k) depois de k
meses?;
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b) E se ndo tivéssemos condicdes de depositar uma quantia muito alta e pudéssemos depositar
um pouco a cada més, em quanto tempo teriamos a quantia desejada?

Conceitos como funcdo crescente, decrescente, em exponenciais e logaritmos, e de
progressdes geométricas poderiam ser introduzidos com estes problemas.

Concluimos que o estudo dos vdrios tipos de sistemas dindmicos discretos, suas respectivas
solucdes e exemplos, permitem nos uma maior e melhor visdo daquilo que acontece ao nosso redor, no
sentido de permitir uma modelagem matemadtica simples, porém, muitas vezes eficaz para aquilo que
estamos estudando, para situacdes cotidianas. Durante todo o periodo de iniciacdo cientifica, foi
possivel entender de uma forma simples como o estudo de sistemas dindmicos estdo ligados a nossa
vida. Tais estudos sdo de suma importincia para que futuramente se possam entender modelagens
mais complexas e para que sejamos capazes de modelar situagdes que instigarem a sala.
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